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МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕМБРАННЫХ УСТАНОВОК ПЕРИОДИЧЕСКОГО 
ДЕЙСТВИЯ ДЛЯ ПЕРЕРАБОТКИ МОЛОЧНОЙ СЫВОРОТКИ 

 
На основе кибернетического подхода осуществлено математическое моделирование мембранного модуля с 

отводом диффузионного слоя. Разработаны математические модели резервуаров для исходного и конечного 
растворов. Их совместное решение позволило получить математическую модель работы установки периоди-
ческого действия. 

Моделирование, кибернетический подход, черный ящик, мембранная установка, мембранный аппарат, 
мембранный модуль, диффузионный слой. 

 
Мембранная установка периодического дейст-

вия включает следующие компоненты: мембран-
ный аппарат, состоящий из нескольких мембран-
ных модулей; резервуар с исходным раствором; 
резервуар для сбора концентрата.  

Моделирование мембранной установки осуще-
ствляется в несколько этапов, каждый из которых 
заключается в разработке математических моделей 
ее компонентов, а затем их объединении опреде-
ленным образом. 

Этап I. Моделирование мембранного модуля. В 
качестве объекта рассматривается мембранный мо-
дуль с отводом диффузионного слоя [1], моделиро-
вание которого на основе кибернетического подхо-
да включает несколько шагов: 

1. Анализ модуля с позиций кибернетиче-
ского подхода и выявление основных входных и 
выходных переменных. На данном этапе, исходя 
из описания мембранного модуля в соответствии с 
принципом «черного ящика», можно выделить ос-
новные входные и выходные параметры объекта 
моделирования, а также определить каналы пере-
дачи входных сигналов системы. Входным воздей-
ствием является концентрация задерживаемых ве-
ществ в исходном растворе С(t), %масс. К выход-
ным параметрам относятся: содержание растворен-
ных веществ в концентрате, отводимом из кожуха 
Скож(t), %масс. и конуса Скон(t), %масс.; концентра-
ция растворенных веществ в основном потоке 
Соп(t), %масс.; удельная производительность по 
фильтрату Gф(t), смм 23  . 

Основные каналы типа «вход – выход»: 
 «исходная концентрация Свх(t) – концен-

трация раствора из кожуха Свых кож(t)» (WкожС(S)); 
 «исходная концентрация Свх(t) – концен-

трация раствора из конуса Свых кон(t)» (WконС(S)); 
 «исходная концентрация Свх(t) – концен-

трация основного потока Свых оп(t)» (WопС(S)); 
 «исходная концентрация Свх(t) – удельная 

производительность Gф(t)» (WфС(S)). 
На систему также оказывают влияние основные 

технологические параметры процесса: рабочее дав-
ление, температура концентрируемого раствора и 
гидродинамическая обстановка в канале модуля 
(скорость движения среды). Передаточные свойст-
ва каждого канала системы определяются соответ-
ствующей передаточной функцией, обозначения 
которой имеют двойной индекс: первый отражает 
наименование выхода системы, второй – входной 

технологический параметр. Так, для температуры 
передаточные функции по выходам обозначены: 
отвод из кожуха WкожТ(S), отвод из конуса WконТ(S), 
отвод основного потока WопТ(S), отвод фильтрата 
WфТ(S). Аналогично передаточные функции по ка-
налам «давление – выходы» и «скорость течения – 
выходы» можно записать: отвод из кожуха по дав-
лению WкожР(S) и скорости потока WкожV(S), отвод 
из конуса по давлению WконР(S) и скорости потока 
WконV(S), отвод основного потока по давлению 
WопP(S) и скорости потока WопV(S), отвод фильтра-
та по давлению WфР(S) и скорости потока WфV(S). 

2. Определение диапазонов изменения 
входных воздействий. На основе эксперименталь-
ных и литературных данных установлены следую-
щие диапазоны: 

 концентрация исходного раствора молоч-
ной (творожной) сыворотки 3,7÷6,8 % масс.; 

 температура сыворотки 20÷60 °С. Нижний 
предел диапазона обусловлен средней температу-
рой производственных помещений, верхний – тем-
пературой денатурации белков молочной сыворот-
ки; 

 давление процесса ультрафильтрации 
0,1÷0,2 МПа. Нижний предел обусловлен тем, что 
для осуществления процесса концентрирования 
необходима разность давлений – внутри и снаружи 
(атмосферного) мембраны – как основная движу-
щая сила процесса. Верхний предел выбран в соот-
ветствии с максимальным рабочим давлением для 
данного типа мембран (керамическая мембрана 
третьего поколения из оксида алюминия). Обычно 
процесс ультрафильтрации проводится при давле-
нии 0,15 МПа; 

 режим течения жидкости внутри мембраны 
определяется критерием Рейнольдса 0÷2300, или 
при внутреннем диаметре мембраны 0,004 мм ско-
рость течения составит 0÷0,84 м/с. При таких зна-
чениях критерия Рейнольдса и скорости течения 
обеспечивается ламинарный режим движения сре-
ды, что снижает размывание диффузионного слоя. 
Рекомендуется выбрать средний диапазон значений 
скоростей 0,4÷0,5 м/с. 

3. Выбор вида и величины входных воз-
действий. При экспериментальных и теоретиче-
ских исследованиях объектов и их элементов ис-
пользуют ряд стандартных сигналов, называемых 
типовыми воздействиями. Эти воздействия описы-
ваются простыми математическими функциями и 



легко воспроизводятся при испытании систем. Ис-
пользование типовых («эталонных») воздействий 
позволяет унифицировать расчеты различных сис-
тем и облегчает сравнение передаточных свойств 
систем [2]. На процесс концентрирования оказыва-
ет значительное влияние накопление частиц рас-
творенных веществ на поверхности мембраны. 
Анализ показывает, что этот процесс является не 
мгновенным. Поэтому из типовых воздействий це-
лесообразно выбрать ступенчатое, при котором 
величина  возрастает от нуля до некоторого значе-
ния и далее остается постоянной. Такому воздейст-
вию соответствует функция (1). 
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Значение величины ступенчатого воздействия 
а0 необходимо выбрать, учитывая диапазон изме-
нения входных сигналов. Исходя из вышесказанно-
го, имеем следующие функции, описывающие 
входные воздействия (2÷5). 
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Реакция системы на ступенчатое воздействие 
называется переходной функцией. Наносить воз-
действия необходимо, когда система находится в 
статическом режиме, при котором выходная вели-
чина не изменяется во времени. Очевидно, что ста-
тический режим (или состояние равновесия) может 
иметь место лишь тогда, когда входные воздейст-
вия постоянны во времени. Для процесса мембран-
ного концентрирования теоретически существуют 
два способа выхода переменных в статический ре-
жим: при отсутствии диффузионного слоя на мем-
бране и при его наличии. Однако отсутствие слоя 
подразумевает использование исходной среды без 
содержания растворенных веществ (чистый раство-
ритель, например, вода), что не имеет место на 
практике.  

Образование диффузионного слоя и его отрыв 
от поверхности мембраны происходят циклически 
в течение некоторого времени. Поэтому в данном 
случае для определения реакции системы на то или 
иное воздействие (Т, Р, V) необходимо совместное 
нанесение соответствующего возмущения с возму-
щением по каналу «концентрация исходного рас-
твора – выход». Далее, исходя из принципа супер-
позиции, аналитически возможно определить реак-
цию системы на чистое возмущение. 

4. Структурная идентификация объекта 
моделирования, которая состоит в выборе струк-
туры модели по результатам изучения имеющихся 

априорных сведений об объекте и выборе критерия 
близости (подобия) модели и объекта. 

 Изменение концентрации растворенных ве-
ществ в диффузионном слое носит колебательный 
характер, объясняющийся периодичностью накоп-
ления белкового слоя определенной толщины и его 
удаления потоком среды. Поэтому для описания 
процесса выбрано колебательное звено, переход-
ный процесс которого описывается функцией (6).  

)et)ωmtω((kh(t) tα sincos1 ,   (6) 
где α – параметр затухания, 
      ω – частота собственных колебаний с учетом 
демпфирования, 

      
ω
αm   – декремент затухания. 

Параметры переходной функции определяются 
графически. Передаточная функция данного звена 
имеет вид (7).  
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где Т – постоянная времени объекта, 
     ξ – коэффициент демпфирования (1≥ξ>0). 
 

На стадии структурной идентификации объекта 
моделирования необходимо учесть, что мембран-
ный модуль не обладает транспортным запаздыва-
нием. При скорости движения концентрируемой 
среды в мембранном канале модуля 0,4 м/с, что 
обусловлено необходимостью создания ламинарно-
го режима течения, и длине мембраны 0,175 м зна-
чение концентрации задерживаемых веществ в рас-
творе на выходах системы в начальный момент 
времени практически мгновенно возрастает от ну-
левого до входного значения, а затем изменяется в 
соответствии с процессами, происходящими на 
мембране. Поэтому в выходных сигналах системы 
присутствует постоянная составляющая, опреде-
ляемая величиной входного сигнала, соответст-
вующего концентрации исходного раствора. Для 
описания динамических свойств каналов преобра-
зования сигналов, соответствующих концентрации 
исходного раствора, в сигналы, соответствующие 
концентрациям диффузионного слоя и основного 
потока, выбрана передаточная функция вида (8).  
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где С0 = 1 – относительная концентрация раство-
ренных веществ в исходном растворе, 
%масс./%масс. 

Удельная производительность изменяется со 
временем по экспоненциальному закону, ее изме-
нение во времени наиболее точно описывает пере-
даточная функция (9), которая представляет собой 
видоизмененную передаточную функцию аперио-
дического звена второго порядка. 
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где k – коэффициент усиления объекта; 
Т1, Т2 – постоянные времени объекта; 
k0 – удельная производительность по фильтрату 



в начальный момент времени. 
Выбранные передаточные функции пригодны 

для описания свойств каналов типа «вход-выход». 
Для описания динамических характеристик каналов 
типа «возмущение-выход» необходимо нанесение 
ступенчатых воздействий сразу по входному кана-
лу и каналу соответствующего возмущения. Пере-
даточная функция канала возмущения определяется 
аналитически. 

Определение передаточных функций по кана-
лам «давление – концентрация на выходах» пред-
полагает одновременное внесение в систему воз-
действий С(S) и P(S) (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Определение передаточных функций по  
каналам «давление –концентрация на выходах» 
 
Выходной сигнал системы YC,P(t) по каналам 

«исходная концентрация + давление – кожух, ко-
нус, основной поток» также может быть описан 
функцией (8). В соответствии с рис. 1 можно запи-
сать: 
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где WC(S) – передаточная функция каждого из ка-
налов системы по исходной концентрации 
(WкожС(S), WконС(S), WопС(S), WфС(S)); 
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Определение передаточных функций по кана-
лам «скорость течения – концентрация на выходах» 
предполагает одновременное внесение в систему 
воздействий С(S) и V(S) (рис. 2). 

 
 

Рис. 2. Определение передаточных функций по  
каналам «скорость течения – концентрация  
на выходах» 

 
В соответствии с рис. 2 можно записать: 

(S)WV(S)(S)WC(S)(S)Y VCC,V  ,                (11)  
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где YC,V(t) – выходной сигнал системы по кана-
лам «исходная концентрация + скорость 

течения – кожух, конус, основной поток»; 
WC(S) – передаточная функция каждого из ка-

налов системы по исходной концентрации 
(WкожС(S), WконС(S), WопС(S), WфС(S));  
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Определение передаточных функций по кана-
лам «температура – концентрация на выходах» 
предполагает одновременное внесение в систему 
воздействий С(S) и Т(S) (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Определение передаточных функций по  
каналам «температура – концентрация на  
выходах» 

 
Аналогично 
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Удельная производительность для каждого из 
случаев совместного нанесения воздействий на мо-
делируемую систему описывается зависимостями  
вида (15), откуда аналитически могут быть получе-
ны передаточные функции, отражающие динамику 
изменения проницаемости мембраны по фильтрату 
при действии отдельных возмущений (16÷18 соот-
ветственно).  
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Итоговую модель объекта можно записать в 

виде системы (19). 
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(19) 
 
Система (19) определяет состояние выходов 

объекта моделирования во времени при известной 
концентрации растворенных веществ в исходном 
растворе C(S), а также при определенных значениях 
технологических параметров процесса P(S), V(S) и 
Т(S). На основе полученной совокупности переда-
точных функций, описывающих работу одного 
мембранного модуля, может быть составлена мо-
дель ультрафильтрационной установки для процес-
са концентрирования молочных продуктов, вклю-
чающей несколько подобных модулей в любой 
компоновке. 

5. Выбор критерия близости. Критерий бли-
зости (функция невязки) должен удовлетворять 
следующим требованиям: не должен принимать 
отрицательных значений; минимум критерия бли-
зости должен соответствовать решению поставлен-
ной задачи; этот минимум должен быть близок к 
нулю (в идеале равен нулю) при совпадении экспе-
риментальных результатов с результатами, полу-
ченными с помощью модели. Наиболее часто ис-
пользуется квадратичная запись критерия (20). 
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M ]y[y(t))y(y(t)Q(t)             (20) 

где  iy  – значение выходной переменной объекта в 
i точке; 

       M
iy – значение выходной переменной модели в 

i точке; 
        n – размерность массива экспериментальных 
данных. 

6. Определение параметров модели. Дан-
ный этап можно трактовать как задачу нахождения 
экстремума функции многих переменных, имею-
щих определенные ограничения. Здесь в качестве 
функции невязки выступает выражение (20), а пе-
ременными величинами будут параметры модели 
(коэффициенты передачи, постоянные времени и 
т.д.). Для нахождения экстремума функции исполь-
зуют различные методы поиска: сканирования, гра-
диентный, случайный и другие. Таким образом, на 
данном этапе по экспериментальным данным опре-
деляются передаточные функции каналов системы. 

7. Проверка адекватности модели. Матема-
тическая модель, отвечающая требованиям непро-
тиворечивости, чувствительности и реалистично-
сти, может считаться адекватной и использоваться 
при прогнозировании описываемых процессов. 
Проверка адекватности по описанию и прогнозиро-
ванию реального процесса концентрирования мо-
лочной сыворотки показала, что расхождение экс-
периментальных данных и данных, полученных по 
модели, не превышает 1,4% по отношению к ис-
ходной концентрации в соответствии с квадратич-
ной оценкой. Проверка непротиворечивости моде-
ли при варьировании технологических параметров 
позволяет говорить о достаточной степени адекват-
ности при различных комбинациях значений тех-
нологических параметров, соответствующих верх-

ней границе выбранного диапазона. Расхождение 
экспериментальных и теоретических данных не 
превышает 0,02% по отношению к исходной кон-
центрации. Анализ чувствительности модели гово-
рит о том, что наиболее сильно на концентрацию 
растворенных веществ в диффузионном слое влия-
ет давление в канале модуля, а наименьшее влия-
ние оказывает температура исходного раствора. 
Поэтому следует особенно осторожно варьировать 
давление и следить за его изменениями в ходе про-
цесса концентрирования. 

Этап II. Моделирование резервуара с исход-
ным раствором. При моделировании установок 
периодического действия необходима модель ре-
зервуара с концентрируемым раствором, позво-
ляющая определять концентрацию сырья в процес-
се его переработки. 

В основу модели резервуара с исходным рас-
твором положено уравнение материального баланса 
резервуара (21). 

выхопвхpp VCVCVCVС  000 ,         (21) 
где Ср, Vр  – концентрация (%масс.) и объем 

(м3) исходного раствора в резервуаре; 
С0, V0 – концентрация (%масс.) и объем (м3) 

исходного раствора в резервуаре в начальный мо-
мент времени, %масс.; 

Vвх – объем раствора, поступающий в аппарат и 
распределяющийся на концентрат, фильтрат и ос-
новной поток, м3; 

Vвых – объем раствора, поступающий в резерву-
ар из аппарата (основной поток), м3. 

Соп – концентрация растворенных веществ в 
основном потоке, %масс. 

Поскольку модель динамическая, запишем ра-
венство (21) в виде (22). 

tGCtGCVCVС выхопвхpp  000 ,     (22) 
где Gвх – расход раствора, поступающий в ап-

парат, м3/с; 
Gвых – расход раствора, поступающий в резер-

вуар из аппарата, м3/с. 
Преобразуем равенство (22) в (23). 

tGCt)GGG(GCVCVС опопфопконкожpp  000 ,(23) 
где Gкож – расход концентрата из кожуха, м3/с; 

Gкон – расход концентрата из конуса, м3/с; 
Gоп – расход основного потока, м3/с; 
Gф – расход фильтрата, м3/с. 
Объем исходного раствора в резервуаре меня-

ется в соответствии с равенством (24). 
t)GG(GVtGt)GGG(GVV фконкожопфопконкожp  00 (24) 

Отсюда получаем зависимость для расчета ди-
намики концентрации растворенных веществ в ре-
зервуаре (25). 

t)GG(GV
tGCt)GGG(GCVC

С
фконкож

опопфопконкож
p 




0

000 (25) 

Ряд параметров (Gкож, Gкон, Gоп) зависимости 
(25) можно определить как постоянные величины. 

Этап III. Моделирование резервуара для сбора 
концентрата. В процессе моделирования необхо-
димо оценивать изменение содержания растворен-
ных веществ в концентрате продукта. Динамика 



концентрации растворенных веществ в готовом 
продукте (Сп, %масс.) отражается зависимостью 
(26). 

0
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C ( t )dt
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


,                                              (26) 

где Ск(t) – среднее содержание растворенных ве-
ществ в концентрате из кожуха и конуса (27), 
%масс.; 

tпр – время проведения процесса, с. 
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Зависимости (19, 24, 25, 26) могут быть реали-
зованы в системе, работающей с передаточными 
функциями, например, MATLAB 6.5 при помощи 
стандартных средств приложения Simulink. 
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SUMMARY 

 
B.A.Lobasenko, R.V.Kotlyarov 

 
Modeling of the periodical membrane equipment for processing of the milk whey 

 
The mathematical modeling of the membrane module with diffusion layer removing based on the cybernetic approach is of-

fered. The mathematical models of the initial and final products tanks are worked up. Their joint solvation has allowed to receive 
mathematical model of work of periodic action apparatus. 

 


