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Статья посвящена исследованию теплопередачи при охлаждении молочной сыворотки. Охлаждение м

лочной сыворотки 
аналитическое исследование изменения температуры молочной сыв
свойствами при охлаждении в пластинчатом скребковом теплообменнике непрерывного действия. Распредел
ние температуры продукта в аппарате изучено с помощью дифф
жущихся жидких ср
туры без учета диссипации энергии. Определено изменение температуры во взаимосвязи с реологическими 
свойствами молочной сыворотки. Получены результаты для практического исполь
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Введение
Увеличение объёмов производства молокос

держащих консервов с сахаром повышает актуал
ность исследований, оправленных на интенсифик
цию процессов кристаллизации лактозы и создания 
новых способов и аппаратурного оформления для 
улучшения качества готового продукта и снижения 
затрат при его производстве.

Для создания поточных энерго
гающих линий кристаллизации лактозы в ГНУ 
ВНИМИ молочной промышленности разработаны 
способы поточной кристаллизации лактозы. Эти 
способы позволяют интенсифицировать процесс и 
улучшить качество готовой продукции. 

 
Объект и методы исследования
Один из 

качестве охладителя
скребкового теплообменника. На рис. 1 представл
на принципиальная схема и общий вид установки на 
основе пластинчатого скребкового теплообменника 
для поточной кристаллизац
молочной сыворотке.
щим образом. Сгущенная молочная сыворотка с 
температурой 55
кость, откуда насосом подается в первую секцию 
пластинчатого скребкового теплообменника, где 
охлаждается до температуры массовой кристаллиз
ции лактозы, затем поступает в дисковый обрабо
ник. Обработник представляет собой дисковый р
торно-пульсационный аппарат, состоящий из набора 
подвижных и неподвижных дисков
диски снабжены выступами со спе
точками, обеспечивающими кавитационный режим 
течения. Перед дисковым обработчиком в поток 
продукта через струйный смеситель насосом
дозатором впрыскивается взвесь затравки, которая 
дисковым обработчиком гарантированно распред
ляется по всему о
гая его интенсивному гидродинамическому возде
ствию. Охлажденный во 
до конечной температуры продукт поступает в б
ферную ёмкость и затем на фасовку. 
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Рис. 1. Установка для поточной кристаллизации лактозы: 
а – принципиальная схема

1 – приёмная ёмкость, 2
– пластинчатый скребковый теплообменник, 4

охлаждения, 5
обработник, 7 – щит управления, 8

9 – насос-дозатор, 10
– манометр с разделительной мембраной, 12

смеситель, 13 
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Установка для поточной кристаллизации лактозы: 

принципиальная схема
приёмная ёмкость, 2 – 

пластинчатый скребковый теплообменник, 4
охлаждения, 5 – II секция охлаждения, 6

щит управления, 8
дозатор, 10 – термометры сопротивления, 1

манометр с разделительной мембраной, 12
смеситель, 13 – буферная ёмкость
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ратурном диапазоне и изменяющейся вязкости м
лочной сыворотки и т.п. [1, 4, 6, 7]. Авторами пр
ведено аналитическое исследование изменени
пературы молочной сыворотки во взаимосвязи с её 
вязкостными свойствами при охлаждении в пл
стинчатом скребковом теплообменнике непреры
ного действия. 

Скребковый теплообменник представляет собой 
набор чередующихся теплообменных и так наз
ваемых продук
жатых на специальных штангах. Основные элеме
ты скребкового теплообменника показаны на рис. 2.
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r и окружной φ осям, rzτ – касательное напряжение 
на площадках, перпендикулярных осям r и z. 

Реологические исследования молочной сыворот-
ки позволяют с большой точностью принять в каче-
стве ее реологической модели степенную модель 
Оствальда – Де Виля, что подтверждается также 
исследованиями Е.А. Чеботарева, П.Г. Нестеренко и 
Л.Е. Давыдянц [3]. Для такой модели компоненты 
тензора напряжений, входящие в уравнение (1), при 
сделанных ранее предположениях в соответствии с 
основными положениями теории З.П. Шульмана [5] 
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где k и n – реологические константы молочной сы-
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Уравнение неразрывности (несжимаемости), 

справедливое для любой жидкой среды при сделан-
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Интегрируя уравнение (5), находим 
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левую часть данного уравнения выражение ради-
альной скорости (6) и разделим его левую и правую 
части на коэффициент температуропроводности а. 
После этого получим 
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Поскольку точного аналитического решения 

данного уравнения получить нельзя, воспользуемся 
приближенным решением, заключающимся в час-
тичном осреднении его конвективной части (левая 
часть уравнения) по толщине зазора между дисками 
и использовании метода последовательных прибли-
жений. Для этого в левой части равенства (7) поло-

жим      
2
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2
h

dzzf
h

zfzf . Функция f(z), учиты-

вающая разность давления и вязкостные свойства 
молочной сыворотки, получена авторами ранее при 
исследовании гидродинамики пластинчатого скреб-
кового теплообменника при поточной кристаллиза-
ции лактозы. Она имеет вид 
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Проинтегрировав функцию f(z) (8) в пределах от 

0 до 
2
h , находим  
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Таким образом, уравнение (7) заменится при-

ближенным уравнением, приведенным к стандарт-
ной форме 
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где через В обозначена величина  zf  из (9), делен-
ная на а, т. е. 
 

 
a
zfB  .                            (11) 

 
Данное уравнение (10) решаем при следующих 

граничных условиях: 
 

4311 ,,,0,, TThzTTzTTRr  ,   (12) 
 

где Т3 и Т4 − температуры продукта на стенках дисков. 
Решение линейного уравнения (10) найдем мето-

дом разделения переменных, добавив к его общему 
решению частное решение специального вида.  

Перейдя в уравнении (10) к безразмерным вели-
чинам, получим 

 
  011

2

2

2
2

2

2

2

2
2

2













z
T

r
T

rR
hB

r
T

R
h .  (13) 

 
Проведя оценку порядка слагаемых в этом урав-

нении, при соотношениях между размерными и без-
размерными величинами  

 
zhzrRrTTT  ,, 20 ,        (14) 

 
где Т0 − характерная размерная величина искомой 
функции, T − безразмерная искомая функция, r − 
безразмерная радиальная координата, R2 − характер-
ный радиальный размер, z − безразмерная осевая 
координата. В качестве характерной осевой коорди-
наты взято расстояние h между дисками. 
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Таким образом, в безразмерном уравнении (13) 
порядки слагаемых будут определяться только по-
рядками коэффициентов в этих слагаемых. Для 
оценки порядка этих коэффициентов примем сле-
дующие порядки конструктивных параметров охла-
дителя и параметров обрабатываемого продукта:  

4 3
1 2~ 0,01м, ~ 0,01м, ~ 0,1м, ~ 10 м /c,h R R q 

6 2~ 10 м /c, ~ 10Па с, ~ 1.a k n  Коэффициент B во 
втором слагаемом, согласно (9) и (11), будет иметь 
порядок 104, т. е. В>>1 . Коэффициент в последнем 
слагаемом уравнения (19) имеет порядок 1. Прини-

мая во внимание, что 1~2
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 , оставим в 

уравнении (13), а значит, и в уравнении (10) два по-
следних слагаемых. На этом основании уравнение 
(10) для нулевого приближения при условии В>>1  
примет вид 
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Уравнение (15) решим методом разделения пе-

ременных. Решение уравнения (15) в виде ряда име-
ет вид 
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, (16) 

где Сk = C2 C3 и индекс j показывает, что эта кон-
станта будет зависеть от номера j собственных чи-
сел. Найдем постоянные интегрирования Cj исполь-
зуя первое граничное условие (12), т.е. T(R1, z) = T1. 
На основании этого условия и соотношения (16) 
получим уравнение для определения Cj. 

Выражение для определения распределения тем-
пературы в пространстве между продуктовыми пла-
стинами в нулевом приближении примет следую-
щий вид: 
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Для нахождения первого приближения решения 
уравнения (10) подставим найденное решение нуле-
вого приближения в ранее отброшенное слагаемое 
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  этого уравнения. После этого придем к неод-

нородному линейному уравнению в частных произ-
водных 
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Решение этого уравнения будем искать в таком 
же виде, как и решение уравнения (15) нулевого 
приближения, т.е. 
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где Fj(r) – неизвестная пока функция, зависящая от 
координаты r и номера j собственных чисел. Под-
становкой выражения T(r, z) из (19) в левую часть 
уравнения (18) и приравниванием коэффициентов 

при z
h
jsin  в левой и правой частях уравнения (18) 

получим обыкновенное линейное уравнение первого 
порядка относительно функции F(r). 

Решением этого уравнения является функция 
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(20) 
2 2

2
22 ,

j r
B h

kC e



  

 

где 
jC  − постоянная интегрирования. 

На основании (19) и (20) имеем 
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Постоянную интегрирования 

jC  находим так же, как и постоянную Cj для нулевого приближения, т.е. из усло-
вия.T.(R1,.z).=.T1.
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Подставив данное выражение 
jС  в правую часть равенства (21), приведем его к виду 
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  (23) 

 
Таким образом, формула (23) применена для 

расчета температуры продукта как при центральном 
способе его подачи, так и при периферийном спосо-
бе подачи в пространство между дисками.  

Полученные формулы позволяют проводить рас-
чёт процесса охлаждения при кристаллизации лак-
тозы в молочной сыворотке в потоке и определять 

основные параметры пластинчатых скребковых теп-
лообменных аппаратов. Полученные результаты 
расчета позволяют определять необходимую пло-
щадь теплопередающей поверхности аппарата при 
охлаждении, в котором начинается массовая кри-
сталлизация лактозы. 
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SUMMARY 

 
A.S. Bredikhin, V.V. Chervetsov 

 
FEATURES OF WHEY COOLING IN STREAM LACTOSE CRYSTALLIZATION 

 
The article is devoted to the study of heat transfer during whey cooling. Cooling of whey – is one of the major 

processes affecting the crystallization of the lactose. The analytical study of the temperature change of whey in relation 
to its viscosity properties during cooling in the plate scraper heat-exchanger of continuous action is carried out. The 
temperature division of the product in the machine is studied by diffrential equations for heat transfer in moving fluids 
in cylindrical coordinate system with asymmetric distribution of temperature without allowing for energy dissipation. 
The change in temperature in connection with the rheological properties of the whey is determined. The results for prac-
tical use are obtained. 
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