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Разработана стохастическая модель, которая позволяет провести моделирование процесса мембранного кон-
центрирования белков молочного сырья при изменении значений технологических параметров процесса. На ее ос-
нове определены рациональные значения этих параметров и выработаны рекомендации по проведению процесса. 

Молочное сырье, ультрафильтрация, стохастическая модель. 
 

Введение 
Молочные белки традиционно используются для 

обогащения, стабилизации и т.п. во многих пищевых 
продуктах, в том числе и аэрированных. Для выделе-
ния белков из молочного сырья часто используются 
мембранные методы 1–7. Для эффективной органи-
зации процесса необходимо обеспечить стабильную 
скорость отвода растворителя через мембрану, для 
этого достаточно при оптимальных условиях техноло-
гических параметров минизировать возникающее в 
процессе негативное воздействие на мембрану (кон-
центрационная поляризация, загрязнение пор и т.п.). В 
этом направлении ведется работа на кафедре «Процес-
сы и аппараты пищевых производств» Кемеровского 
технологического института пищевой промышленно-
сти, разработки ее сотрудников и аспирантов 8–11 
позволяют не только уменьшать негативное воздейст-
вие поляризационного слоя на поверхности мембраны, 
но и использовать его для интенсификации процессов 
концентрирования белков молочного сырья. 

Изучим процесс мембранного концентрирова-
ния с целью получения рациональных значений тех-
нологических параметров, таких как температура, 
давление, скорость течения жидкости и т.д. Как пра-
вило, для этих целей используют методы планиро-
вания экспериментов, мы используем стохастиче-
скую модель, описанную в работе 12. 

 

Материалы и методы 
Рассмотрим процесс мембранного концентрирова-

ния молочного сырья (обезжиренное молоко, сыво-
ротка), которое представляет собой раствор, содер-
жащий растворитель (воду) и растворенное вещество 
(белки, соли, лактозу). В установку, основным эле-
ментом которой является мембранный аппарат специ-
альной конструкции, под давлением подается молоч-
ное сырье заданной температуры. Концентрирование 
растворенных веществ в растворе осуществляется как 
за счет отвода растворителя через мембрану, так и за 
счет использования отведенного обогащенного слоя с 
поверхности мембраны. Построение стохастической 
модели основано на следующих допущениях: взаимо-
действие частиц растворителя и растворенного веще-
ства мало, а их число потенциально бесконечно.  

Содержание растворителя и растворенного ве-
щества в растворе при концентрировании зависит от 
различных физико-химических параметров процес-
са, поэтому анализ эффективности работы мембран- 
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ной установки можно провести на основе методов 
теории случайных процессов. 

В качестве показателя эффективности функциони-
рования системы рассмотрим )(jM , 2 ,1j  – сред-
нюю массу растворенного вещества и растворителя со-
ответственно в растворе в момент времени  при усло-
вии, что в начальный момент времени  = 0 их число 
было равно jj iM )0( , )(jD  – дисперсию этой массы 

при условии, что 0)0( jD , ),0[  , cp
)1( , cp

)2(  – 
среднее время перехода 1 г растворенного вещества, 
растворителя единичного объема через мембрану в 
фильтрат. Для практических расчетов обычно исполь-
зуют среднее квадратичное отклонение )()(  jj D .  

Изучим процесс мембранного концентрирования 
обезжиренного молока и по изменению концентра-
ции раствора. Зависимость концентрации раствора 
(содержания сухих веществ) от времени определяет-
ся следующим уравнением 13: 
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Для описания процесса воспользуемся моделью на 
основе теории массового обслуживания 12, в соот-
ветствии с которой в мембранный аппарат в единицу 
времени поступает  единичных элементов (требова-
ний) растворенного вещества или растворителя (еди-
ничным элементом будем считать 1 г растворенного 
вещества или растворителя). Под обслуживанием бу-
дем понимать переход единичного элемента из основ-
ного раствора через поры мембраны в фильтрат, кото-
рые назовем обслуживающими приборами. Число 
требований, обслуженных в каждый момент времени, 
будем считать случайным. Это позволяет нам рас-
сматривать процесс мембранного концентрирования 
как систему массового обслуживания S 14, состоя-
щую из достаточно большого числа обслуживающих 
приборов, в которую поступают требования (единич-
ные элементы) с интенсивностью  в единицу време-
ни на обслуживание приборами (поры мембраны). 
Требование, поступившее в систему, сразу начинает 
обслуживаться с интенсивностью cp /1 . Обслу-
женное требование покидает систему S.  

В соответствии с моделью для среднего числа 
требований и дисперсии этого числа, находящихся в 
системе S в момент времени , имеем 12, 15–17 
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где i – число требований в системе в начальный мо-
мент времени 0 . 

Учитывая формулы (2) и ранее введенные допу-
щения, получим среднюю массу растворенного ве-
щества и растворителя и дисперсию этой массы со-
ответственно в единичном объеме в любой момент 
времени ),0[  : 
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Таким образом, увеличение концентрации рас-
твора до наибольшего значения состоит в увеличе-
нии скорости отвода растворителя, что можно га-
рантировать только при стабильно высокой селек-
тивности мембраны. На практике выполнения этого 
условия добиться достаточно тяжело, что объясня-
ется наличием концентрационной поляризации, ко-
торая начинает проявлять свое негативное влияние 
достаточно быстро при концентрировании раство-
ров высокомолекулярных соединений. Таким обра-
зом, значения параметров 1 , 2  зависят от вида и 
конструктивных особенностей оборудования, а так-
же селективности мембраны в нем. 

Экспериментальные исследования 18 состояли в 
изучении технологических параметров процесса 
ультрафильтрации обезжиренного молока и влияния 
их значений на исход процесса. В качестве основного 
элемента мембранной установки использовался мем-
бранный аппарат специальной конструкции 8, 18. 

Исследования, проведенные рядом авторов 5, 6, 
19–25, показывают, что на процесс мембранной об-
работки существенное влияние оказывают следую-
щие параметры: рабочее давление (Р), режим тече-
ния жидкости (Re), температура (Т), продолжитель-
ность обработки (). Изучаемые параметры изменя-
ли в пределах: Р от 0,05 до 0,15 МПа; Re от 500 до 
1500, T от 20 до 60 0С и  до 90 минут. 

Изучение влияния параметров на эффективность 
процесса концентрирования белков обезжиренного 
молока проводили, изменяя значения одного пара-
метра в указанном диапазоне его значений при фик-
сированных значениях других. В качестве фиксиро-
ванных значений технологических параметров про-
цесса рассматривали CT 60 , 15,0P  МПа, Re = 
500. При изучении эффективности процесса раствор 
обезжиренного молока с массовой долей сухих ве-
ществ 9,2 % заданной температуры подавался в экс-
периментальную установку под определенным дав-
лением с фиксированной скоростью потока раствора. 
Анализ полученных результатов позволил оставить 
для дальнейшего рассмотрения следующие значения 
параметров: температура – 45, 50, 55, 60 °C, давле-
ние – 0,11; 0,13; 0,15 МПа, число Рейнольдса – 500; 
700; 900; 1100. Результаты приведены на рис. 1–3. 

 

 
Рис. 1. Зависимость содержания сухих веществ в обезжиренном 

молоке от продолжительности концентрирования  при изменении 
температуры, 15,0P  МПа, 500Re  , 0015,01  , 

0151,02   1/мин: 1 – CT 45 ; 2 – CT 50 ; 3 – CT 55 ; 

4 – CT 60 ; 5 – )(C , 0062,01   1/мин, 0136,02   1/мин; 

6 – )(C , 0083,01   1/мин, 0088,02   1/мин 
 

9

9,25

9,5

9,75

10

10,25

10,5

0 30 60 90

C(
)

, м
ас

с.

, мин1 2 3
4 5

 

Рис. 2. Зависимость содержания сухих веществ в обезжирен-
ном молоке от продолжительности концентрирования  при из-
менении давления, CT 60 , 500Re  , 0015,01  , 

0151,02   1/мин: 1 – 11,0P  МПа; 2 – 13,0P  МПа; 3 – 

15,0P  МПа; 4 – )(C , 0062,01   1/мин, 0136,02   

1/мин; 5 – )(C , 0083,01   1/мин, 0088,02   1/мин 
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Рис. 3. Зависимость содержания сухих веществ в обезжирен-

ном молоке от продолжительности концентрирования  при из-
менении режима течения жидкости, CT 60 , 15,0P  МПа, 

0015,01  , 0151,02   1/мин: 1 – Re=500; 2 - Re=700; 3 - Re=900; 
4 – Re = 1100; 5 – )(C , 0063,01   1/мин, 0136,02   1/мин; 6 – 

)(C , 0082,01   1/мин, 0088,02   1/мин 
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По методике, приведенной в работе 12, были 
определены значения интенсивностей j , 2,1j . 
Их значения определяются концентрацией раствора 
и зависят от вида сырья, поэтому для одного сырья 
во всех сериях эксперимента значения останутся не-
изменными. Масса растворенного вещества и рас-
творителя в единичном объеме (литр) в момент вре-
мени 0  в среднем составила 94,9 и 937,1 г соот-
ветственно, поэтому 9,941 i , 1,9372 i  г. Поэтому 

j , определяющие массу растворенного вещества и 
растворителя, поступающих в аппарат в минуту, со-
ответственно равны: 

 

0015,060:
1032

9,94
1  , 

0151,060:
1032

1,937
2   1/мин. 

 
По изменению массы растворенного вещества 

и растворителя в единичном объеме за время наибо-
лее интенсивного снижения массы определяются 
интенсивности j , 2,1j , для каждой выборки 
значений концентрации сухих веществ в растворе 
обезжиренного молока, полученных при различных 
значениях технологических параметров процесса. 

Подставляя найденные значения интенсивно-
стей j , j , 2,1j , в формулы (3), (4), вычислили 
среднюю массу растворенного вещества и растворите-
ля в единичном объеме и дисперсию этой массы, та-
ким образом с учетом среднего квадратичного откло-
нения значения )()(  jj DM  , 2,1j , определяют 

диапазон массы растворенного вещества и растворите-
ля. Значения интенсивностей j , 2,1j , для каждой 
серии экспериментов объединяли в интервал. 

Изменение температуры раствора влечет за со-
бой изменение скорости перехода частиц раствори-
теля и растворенного вещества через мембрану, ко-
торая характеризуется параметром j . Были полу-
чены следующие диапазоны значений этих парамет-
ров: 1  = 0,0070…0,0082; 0,0070…0,0083; 
0,0070…0,0083; 0,0065…0,0083 1/мин и 2 = 
0,0088…0,0099; 0,0089…0,0100; 0,0089…0,0110; 
0,0093…0,0119 1/мин соответственно для 

CT 60 ;55 ;50 ;45 . Ошибка расчетов 26 концен-
трации по формуле (1) при использовании любых 
значений параметров 1 , 2  из соответствующих 
интервалов не превышает 18 %.  

Выбор рабочего давления зависит от вида про-
цесса, природы и концентрации разделяемого рас-
твора, типа используемой мембраны, конструкции 
аппарата, гидравлического сопротивления межмем-
бранного канала и дренажа и т.п. 20, 22, 27, 28.  

Увеличение давления до определенного значения 
в процессе мембранного концентрирования приводит 
к достаточно высокой проницаемости, далее вследст-
вие образования слоя геля у поверхности мембраны 

концентрация становится постоянной и не зависит от 
рабочего давления 20. Изменение режима течения 
жидкости в мембранной установке приводит к изме-
нению скорости перехода частиц растворителя и рас-
творенного вещества через мембрану. 

Для каждого из этих трех случаев, соответст-
вующих значению рабочего давления 11,0P ; 0,13; 
0,15 МПа, были определены диапазоны значений 
параметров 1 , 2 : 1  = 0,0063…0,008; 
0,0064…0,0081; 0,0065…0,0082 1/мин и 2 = 
0,0089…0,0118; 0,0092…0,0130; 0,0092…0,0133 
1/мин соответственно. Ошибка расчетов 26 C() 
при использовании значений параметров 1 , 2  из 
полученных интервалов составила до 23 %. 

Режим течения жидкости определяется прира-
щением давления (разность давлений на входе и вы-
ходе в аппарат). В силу особенностей конструкции 
мембранного аппарата рассматривали только 

500Re  ; 700; 900; 1100, для каждого из этих случа-
ев определили интервалы значения параметров 1 , 

2 : 1 = 0,0063…0,0082; 0,0065…0,0082; 
0,0065…0,0082; 0,0065…0,0082 1/мин и 2 = 
0,0092…0,0136; 0,0092…0,0133; 0,0092…0,0133; 
0,0092…0,0133 1/мин соответственно, ошибка рас-
чета C() 26 не более 26 %.  

 
Результаты и их обсуждение 
Достижения наибольшей концентрации задержи-

ваемых веществ в растворе можно добиться увели-
чением отвода растворителя и уменьшением отвода 
задерживаемых веществ через мембрану. Поскольку 
параметр  рассматриваемой стохастической модели 
характеризует скорость переноса частиц растворен-
ного вещества или растворителя через мембрану 
(значения параметров 1 , 2  зависят от вида и 
конструктивных особенностей оборудования и се-
лективности мембраны в нем), то значение 1  
должно быть наименьшим, 2  – наибольшим. По-
этому из всех диапазонов значений 1 , 2 , полу-
ченных при изменении значений температуры, дав-
ления и скорости течения жидкости, выбрали диапа-
зоны с наименьшими значениями 1  и наибольши-
ми значениями 2  для каждой группы исследова-
ний: 0083,0...0065,01   1/мин и 

0119,0...0093,02   1/мин, которые соответствуют 
значению температуры раствора 60 C; 

0082,0...0065,01   1/мин и 0133,0...0092,02   
1/мин – 15,0P  МПа; 0082,0...0063,01   1/мин и 

0136,0...0092,02   1/мин – 500Re  . 
Анализ интервалов значений интенсивностей 

1 , 2  позволил определить рекомендуемые зна-
чения технологических параметров процесса мем-
бранного концентрирования белков обезжиренного 
молока: P = 0,15 МПа, Re = 500, T = 60 С. 

Объединяя полученные значения, получим диа-
пазоны значений интенсивностей 0083,0...0062,01   
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1/мин, 0136,0...0088,02   1/мин. Придавая значе-
ния параметрам 1 , 2  из найденных интервалов, 
можно определить диапазон значений функции 

)(C , в который с вероятностью 0,95 будут попа-
дать экспериментальные значения концентрации 
обезжиренного молока (с первоначальным содержа-
нием массовой доли сухих веществ 9,2 %) для рас-
смотренных значений технологических параметров 
процесса (Р от 0,05 до 0,15 МПа; Re от 500 до 1500, 
T от 20 до 60 0С и продолжительность концентриро-
вания  до 90 минут). Это условие позволяет про-
вести моделирование процесса мембранного кон-
центрирования (для одного исходного сырья), полу-
ченные результаты будут иметь погрешность не бо-
лее 30 %. Теоретические значения концентрации 

)(C  для полученных значений интенсивностей 

j , j , 2,1j , приведены на рис. 1–3 пунктир-
ными линиями и определяют диапазон значений 
концентрации сухих веществ, соответствующих ин-
тервалам значений технологических параметров 
процесса ультрафильтрации. 

Возможное значение концентрации сухих ве-
ществ обезжиренного молока, близкое к предельно-
му, определяется равенством 
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В данном случае диапазон значений функции 

9,17...5,9)( C  %. 
Таким образом, построенная стохастическая мо-

дель позволила описать процесс мембранного кон-
центрирования белков обезжиренного молока, опре-
делить интервалы значений ее параметров, которые 
определяют диапазон значений целевой функции – 
концентрации задерживаемых веществ. Анализ па-
раметров модели позволил определить рациональ-
ные значения технологических параметров и пред-
ложить рекомендации по проведению процесса 
мембранного концентрирования. 
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SUMMARY 
 

S.A. Ivanova, R.Sh. Garifulin, T.V. Chaplygina 
 

Modeling of membrane concentration of dairy raw material proteins 
 

Stochastic model, which allows modeling of the membrane concentration of milk proteins when changing tech-
nological process parameter values is presented. Based on this model rational values of these parameters have been de-
fined and recommendations on conducting the process have been developed. 
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