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ПЕРИОДИЧЕСКОГО ДЕЙСТВИЯ 

 
Рассмотрены математические модели ультрафильтрационных установок периодического действия с ре-

циркуляцией ретентата и раздельным отводом раствора с выхода мембранного модуля. Проанализированы два 
варианта организации процесса – с возвратом ретентата в бак с исходным раствором или непосредственно на 
вход мембранного модуля. Показано, что обе схемы позволяют получить конечный продукт одинаковой кон-
центрации, но установка с возвратом ретентата на вход модуля более подвержена загрязнению мембраны. 

Математическая модель, ультрафильтрационная установка, рециркуляция, анализ балансов. 
 

Введение 
В пищевой промышленности широкое примене-

ние нашли мембранные технологии переработки 
жидкого сырья. В частности, для выделения белков 
из молочной сыворотки используется процесс ульт-
рафильтрации. Ранее [1–3 и др.] были предложены 
конструкции трубчатых мембранных модулей с раз-
дельным отводом раствора с выхода модуля, что по-
зволяет использовать явление концентрационной 
поляризации и получать конечный продукт с повы-
шенной концентрацией полезных компонентов. 

Схемы ультрафильтрационных установок могут 
быть как прямоточными, так и с частичной либо 
полной рециркуляцией раствора. В [3] предложена 
схема установки для порционной обработки молоч-
ной сыворотки с целью получения концентрата сы-
вороточных белков. Расчет и оптимизация подоб-
ных установок требуют построения их математиче-
ских моделей. Одна из таких моделей рассматрива-
лась в [4]. В настоящей работе предлагается более 
общая модель циркуляционной установки порцион-
ной обработки сыворотки. 

 
Объекты и методика моделирования 
Расчетная схема установки, описанной в [3], по-

казана на рис. 1. Ее основой является мембранный 
аппарат (МА), содержащий N трубчатых мембран 
длиной L и радиусом R. В аппарат из емкости (бака) I 
подается исходный раствор высокомолекулярного 
соединения (ВМС), т.е. сыворотка, содержащая сы-
вороточные белки. В аппарате от раствора отделяет-
ся часть жидкости, профильтрованная через мем-
браны, – пермеат, собираемый в баке III. При рас-
смотрении модели установки в [4] полагалось, что 
мембрана полностью задерживает растворенное 
ВМС. В данной работе предполагается, что мембра-
ны пропускают некоторое количество ВМС, теряе-
мое вместе с пермеатом. 

Мембраны оснащены устройствами, позволяю-
щими осуществить разделение раствора на выходе 
из мембран. Наиболее богатая белком часть раство-
ра (концентрат), включающая приповерхностный 
диффузионный слой раствора, отделяется в качестве 
конечного продукта и направляется в бак II. Менее 
богатая часть раствора (ядро потока, ретентат), за-
нимающая центральную часть канала мембраны, ог-
раниченную цилиндрической контрольной поверх-

ностью с радиусом r*, возвращается обратно для 
повторной переработки. 

 

 
 
 
Рис. 1. Схема расчета ультрафильтрационной установ-

ки с рециркуляцией ретентата: а) возврат ретентата в бак;     
б) возврат ретентата на вход аппарата 

Установка может работать в одном из двух вари-
антов. В первом случае (см. рис. 1, а) ретентат воз-
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вращается обратно в бак I, где смешивается с ис-
ходным раствором (далее такая схема работы уста-
новки будет называться просто схемой «а»). Во вто-
ром случае (см. рис. 1, б) ретентат возвращается не-
посредственно на вход аппарата, а из бака I на вход 
подается лишь такое количество исходного раство-
ра, которое необходимо, чтобы восполнить потерю 
жидкости в виде пермеата и отведенного концентра-
та (далее – схема «б»). Необходимо сравнить харак-
теристики обеих схем, чтобы определить их воз-
можные достоинства и недостатки. 

Моделирование установки основано на анализе 
балансов объемов раствора и масс ВМС в ее отдель-
ных элементах. Предполагается, что объемные рас-
ходы растворов в трубопроводах, создаваемые вхо-
дящими в состав установки насосами, неизменны во 
времени. Время перемещения растворов по трубо-
проводам не учитывается. 

Обозначим через Q1, Q2, Q3, Q4 объемные расхо-
ды (объемы растворов, переносимые по соответст-
вующему трубопроводу за единицу времени) соот-
ветственно раствора, подаваемого из бака I, концен-
трата, пермеата и ретентата (см. рис. 1), а через c1, с2, 
с3, c4 – концентрации соответствующих растворов. 
Концентрацию раствора, накапливаемого в баке II, 
обозначим с*, пермеата в баке III – через сп, а исход-
ного раствора в начальный момент времени – через 
с0. Объемный расход и концентрацию раствора, по-
даваемого на вход мембранного аппарата, обозна-
чим соответственно Q' и c'. Начальный объем рас-
твора в баке I – V0. 

Перечисленные объемные расходы и концентра-
ции связаны между собой. Эти связи определяются 
следующими параметрами, которые полагаются по-
стоянными. 

1. Коэффициент пермеации 
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3. Коэффициент обогащения [5] 
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4. Интегральный коэффициент отражения 
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Параметр, аналогичный , используется в моде-
лях переноса через мембраны, построенных с приме-
нением методов неравновесной термодинамики [6]. 

Перечисленные коэффициенты можно выразить 
следующим образом [5]: 
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где Uср – средняя скорость движения раствора в 
мембранном канале; J – так называемая «фильтра-
ционная скорость», т.е. скорость движения пермеата 
через мембрану. Фильтрационная скорость характе-
ризует также производительность мембраны по 
пермеату, определяемую объемом пермеата, прохо-
дящего через мембрану за единицу времени в расче-
те на единицу ее поверхности. 

Из (5) – (7) видно, что эти коэффициенты можно 
выразить через следующие параметры мембран: 
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Соответствующие выражения имеют вид: 
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Перейдем к балансовому анализу работы уста-

новки.  
1. Схема «а» с возвратом ретентата в бак I. 
В этом случае, как видно из рис. 1, а, Q' = Q1,     

c' = c1. Изменение объемов растворов в баках опи-
сывается балансовыми уравнениями: 
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Кроме того, для МА должно выполняться оче-

видное балансовое соотношение  
 

  4321 QQQQ  .                        (13) 
 

Концентрации ВМС в емкостях определяются 
уравнениями материального баланса ВМС: 

  114411 cQcQcV
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  333 cQcV
dt
d

п  ,                            (16) 

 
а для мембранного модуля, в свою очередь, спра-
ведливо уравнение материального баланса ВМС в 
виде 
 

                    44332211 cQcQcQcQ  .               (17) 
 

Введем безразмерные переменные, отнеся все 
расходы к величине Q' (=Q1), концентрации – к ве-
личине с0, а объемы – к V0: 

        t
V
Q

V
V

v
c
cz

Q
Qq j

j
i

i
i

i
0

1

001
,,,  .    (18) 

Безразмерная переменная  характеризует время 
протекания процесса. Индекс i = 1, 2,3,4 соответст-
вует номеру трубопровода, а j = 1, 2, 3 – номеру ба-
ка. В этих переменных уравнения (10) – (17) прини-
мают вид: 
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с начальными условиями   
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Записанные в переменных (18) определения ко-
эффициентов ,  (1, 2) и уравнение (22) образуют 
систему уравнений для безразмерных расходов, ре-
шение которой имеет вид: 
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С учетом (28) уравнения (19) – (21) интегриру-

ются с начальными условиями (27): 
 

   321 ,1,1 vvSv ,       (29) 
 
где введено обозначение 

S .                                (30) 
Время fin, необходимое для полной переработки 

порции раствора, определяется условием v1 = 0. Из 
(29) следует 
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Конечные объемы концентрата и пермеата опре-

деляются из (29), (31): 
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Аналогичным образом из определений коэффи-

циентов K,  и уравнения (26) с учетом (28) можно 
получить выражения безразмерных концентраций. 
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где введено обозначение 
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С учетом (28), (33) можно проинтегрировать 

уравнения для концентраций в баках (23) – (25). Ре-
шения имеют вид 
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где введено еще одно обозначение 
 

                )0(111  URU .      (38) 
 

Из (36), (37) можно также определить общую 
массу ВМС, накопленного в составе концентрата, и 
потерянного с пермеатом. 
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2. Схема «б» с возвратом ретентата на вход МА. 
В этом случае, как следует из рис. 1, б: 
 

0141 ,' ccQQQ                      (41) 
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Уравнение баланса объемов растворов для МА 
принимает в этом случае вид 

 
432' QQQQ                             (42) 

 
или с учетом (41) 
 

321 QQQ  .                                   (43) 
 

Уравнения баланса массы ВМС можно записать от-
дельно для точки смешения А (см. рис. 1, б) и для МА: 

 

               cQQcQcQ  414401 ;                   (44) 

         44332241 cQcQcQcQQ  ,            (45) 
 
откуда с учетом (44) получается: 
 

332201 cQcQcQ  .                      (46) 
 

Изменяются также уравнения баланса объема 
раствора и массы ВМС для бака I. Вместо (10), (14) 
имеем теперь 
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Легко видеть, что эти два уравнения тождест-

венны, так как из (41) следует, что концентрация с1 
постоянна. Уравнения балансов для баков II, III:  
(11) – (12) и (15) – (16) – сохраняют прежний вид. 

Определения коэффициентов , , K и  (1) – (4) 
остаются в силе. Тогда из (1), (2), (41), (43) получается: 
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где величина S определяется формулой (30). 

Для концентраций из (3), (4), (41), (44), (46) по-
лучаются соотношения: 
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Можно видеть, что все концентрации получи-

лись постоянными, так что в данном случае режим 
работы установки будет стационарным.  

Безразмерные переменные введем аналогично 
(18), но нормирующий масштаб для расходов (Q') 
теперь получает иной вид: 
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Уравнение (47) примет вид 
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с начальным условием v1 = 1 при  = 0. Уравнения 
(11), (12) для баков II и III в переменных (52) при-
мут вид (20), (21), причем в переменных (52) соот-
ношения между безразмерными расходами имеют 
тот же вид (28), что и для схемы «а». В результате 
решения балансовых уравнений совпадают с (29). 
Безразмерное время переработки порции исходного 
раствора также определяется в этом случае форму-
лой (31), а конечные объемы концентрата и пермеа-
та – формулами (32). 

Поскольку в данном случае концентрации по-
ступающих в баки II и III растворов оказываются 
постоянными, то выражения (50) для с2 и с3 опреде-
ляют и концентрации получающихся концентрата и 
пермеата. Массы ВМС, накопленного в концентрате 
и потерянного с пермеатом, определяются в безраз-
мерном виде выражениями, полученными на основе 
(32), (50): 
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Результаты и их обсуждение 
Совпадение решений балансовых уравнений в 

безразмерной форме для обеих рассмотренных схем 
работы установки говорит о том, что при одинако-
вом гидравлическом режиме работы МА, опреде-
ляемом величиной подачи раствора на его вход Q', 
время переработки одинаковых порций исходного 
раствора и объемы получающихся концентрата и 
пермеата оказываются одинаковыми. Расчет масс 
накопленного и потерянного ВМС по формулам 
(39), (40) для схемы «а» и (54), (55) для схемы «б» 
показывает, что эти массы также совпадают для 
обеих схем. Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что с точки зрения получения конечного про-
дукта обе схемы работы установки оказываются 
равноценными. 

Однако условия работы МА в ходе процесса 
концентрирования для рассмотренных схем сущест-
венно отличаются. На рис. 2 показаны результаты 
расчета изменения текущих концентраций в баке II 
для обеих схем. Для схемы «а» с возвратом ретента-
та в бак I показано также изменение концентрации 
раствора в этом баке, а для схемы «б» – величина 
концентрации на входе МА. 
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Рис. 2. Изменение концентраций получаемых 

растворов 
 

Параметры расчета приняты следующими. На-
чальный объем раствора в баке I – 150 л. Мембран-
ный аппарат включает 200 параллельных трубчатых 
мембран длиной по 800 мм и диаметром 4 мм. 
Средняя скорость движения раствора в мембране 
была принята равной 0,12 м/с, производительность 
мембраны – 5 л/(м2ч), что соответствует фильтраци-
онной скорости 2,810-6 м/с. Ширина кольцевой зо-
ны сечения мембраны, из которой производился от-
вод концентрата, взята равной 10 % от радиуса 
трубки (r* = 0,9R). В этом случае, согласно (8), (9), 
характерные параметры (1) – (3) имеют значения     
 = 0,0185,  = 0,0361, К = 1,171. Коэффициент от-
ражения  принят равным 0,95. 

При этих параметрах объемный расход на входе 
аппарата Q' составляет 3,01610-4 м3/с. По результа-
там расчета безразмерное время переработки пор-
ции раствора fin = 18,54. С учетом определений без-
размерных переменных  это соответствует  
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Как видно из рис. 2, концентрация раствора в ба-
ке II (концентрата) при работе установки по схеме 
«а» постепенно возрастает и к концу переработки 
действительно сравнивается с концентрацией, полу-

чаемой по схеме «б». В то же время из рис. 2 видно, 
что при работе установки по схеме «б» на входе МА 
уже с начального момента поддерживается довольно 
высокая концентрация поступающего раствора. Это 
увеличивает опасность достижения концентрации 
гелеобразования на поверхностях мембран и загряз-
нения их поверхности, что может вызвать сущест-
венное уменьшение производительности аппарата. 
При работе по схеме «а» входная концентрация рас-
твора, совпадающая в этом случае с концентрацией 
в баке I, длительное время (около 2/3 от общей про-
должительности обработки порции) поддерживается 
на более низком уровне и опасность загрязнения не 
столь велика. 

Для уменьшения опасности загрязнения мембран 
можно предложить смешанную схему работы уста-
новки. На начальном этапе ретентат с выхода МА 
следует возвращать обратно в бак I. Этот режим не-
обходимо поддерживать до того момента, когда 
концентрация в баке I достигнет значения, равного 
входной концентрации, соответствующей схеме «б». 
После этого следует перевести установку в режим 
«б» с возвратом ретентата непосредственно на вход 
МА (конструкция установки, описанная в [3], по-
зволяет легко это сделать). 

Если же опасность возникновения геля невелика 
и работа установки будет продолжена по схеме «а», 
то из рис. 2 можно видеть, что концентрация остатка 
раствора в баке I продолжает повышаться и в конце 
обработки становится заметно выше, чем концен-
трация получаемого в баке II концентрата. Таким 
образом, использование схемы с возвратом ретента-
та в исходный бак позволяет на завершающем этапе 
переработки получить небольшую порцию более 
концентрированного раствора, нежели в случае бо-
лее распространенной схемы с возвратом ретентата 
на вход МА. 

Описанные модели позволяют также проводить 
расчеты других смешанных схем и режимов работы 
установки с целью установления оптимальных по 
различным критериям схем и режимных параметров. 
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SUMMARY 
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Modeling and calculation of batch operation ultrafiltration  plants 
 

Mathematical models of batch operation ultrafiltration plants with retentate recirculation and separate venting of 
the solution from the membrane module outlet are considered. Two variants of process realization with retentate return 
to the tank with initial solution, or its return to the apparatus inlet are analyzed. It has been shown, that both schemes 
enable to obtain the final product of the same concentration, but the scheme with retentate return to the module inlet 
runs more risk of membrane pollution. 
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