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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ  
ПРИ ОБТЕКАНИИ ЖИДКОСТЬЮ КОНИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ  

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ КАНАЛЕ 
 

Мембранные методы получили широкое распространение при переработке жидких пищевых сред. 

Разработка и внедрение нового мембранного оборудования предполагает обоснованный выбор его парамет-

ров, в том числе размеров отдельных элементов конструкции. Математическое моделирование позволяет 

осуществить выбор параметров мембранного оборудования на стадии его проектирования на основе созда-

ния и исследования соответствующих математических моделей. Особый интерес представляют математиче-

ские модели гидродинамических условий во внутреннем канале трубчатого керамического мембранного 

фильтра при установке в нем элементов различной геометрической формы с целью снижения влияния «кон-

центрационной поляризации» на показатели эффективности процесса переработки жидких пищевых сред. 

Использование гидродинамических элементов позволяет локально повысить скорость потока перерабатыва-

емой среды, что способствует уменьшению слоя задерживаемых веществ на поверхности мембраны и интен-

сифицирует мембранный процесс. В качестве гидродинамического элемента выбран усеченный конус. В ра-

боте приведены основные аналитические зависимости, позволяющие определить гидродинамические усло-

вия, такие как скорость потока среды (критерий Рейнольдса) и потери давления, в зависимости от вязкости 

среды и геометрических размеров гидравлического сопротивления в виде конического элемента, располо-

женного в цилиндрическом канале. Рассмотрена методика расчета гидродинамических условий при обтека-

нии жидкостью конического элемента в цилиндрическом канале. Программными средствами MathCAD реа-

лизована математическая модель изменения гидродинамических условий на гидравлическом сопротивлении 

в виде конического элемента. Проведен расчет гидродинамических условий на примере движения водного 

раствора во внутреннем канале трубчатого керамического мембранного фильтра. Выбраны рациональные 

значения геометрических размеров конического элемента. 

 

Математическая модель, гидродинамические условия, конический элемент, мембранные методы. 

 
Введение 
Математическое моделирование является неотъ-

емлемой частью современного научного исследова-
ния. Математическая модель представляет собой эф-
фективный инструмент познания реального объекта и 
позволяет определить его характеристики, получить 
оценку показателей эффективности качества, осуще-
ствить поиск оптимальной структуры и параметров 
объекта [1, 7]. 

Математическое моделирование применимо к 
различным процессам, протекающим при переработ-
ке пищевых сред – механическим (в том числе мем-
бранным), теплообменным, массообменным и т.д. 

В основе математической модели процессов 
мембранной переработки, как правило, лежат пока-
затели их эффективности – селективность и удель-
ная производительность (проницаемость). Во мно-
гом снижение данных показателей обусловлено 
явлением «концентрационной поляризации», кото-
рое связано с накоплением слоя задерживаемых 
веществ на поверхности мембраны. Одним из эф-
фективных способов борьбы с данным явлением 
служит гидродинамический способ, заключающий-
ся в использовании специальных элементов, ло-
кально повышающих скорость потока среды. 

При проектировании нового мембранного обору-
дования необходим расчет и обоснованный выбор 
параметров аппарата. 

Целью данной работы являлась разработка мате-
матической модели гидродинамических условий при 
обтекании жидкостью конического элемента в ци-

линдрическом канале и методики выбора рациональ-
ных размеров конического элемента на основе реали-
зации модели программными средствами современ-
ных математических пакетов. 

 

Объект и методы исследования 

Объектом моделирования является совокуп-

ность гидродинамических условий, таких как ско-

рость потока среды (критерий Рейнольдса) и поте-

ри давления, в зависимости от вязкости среды и 

геометрических размеров гидравлического сопро-

тивления в виде конического элемента, располо-

женного в цилиндрическом канале (рис. 1). 

В основу расчета положено уравнение нераз-

рывности потока [2, 3] 

 

constQQ                             (1)                                                                             

 

или 

constvSvS                         (2)                                                                         
 

где Q', Q'' – объемные расходы в областях меньше-

го и большего оснований усеченного конуса соот-

ветственно, м
3
/ч; S', S'' – площади кольцевых сече-

ний в областях меньшего и большего оснований 

усеченного конуса соответственно, м
2
; v', v'' – ско-

рости течения потока среды в областях меньшего и 

большего оснований усеченного конуса соответ-

ственно, м/с. 
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Рис. 1. Конический элемент в цилиндрическом канале 

 

Гидродинамические условия в потоке характе-

ризует критерий Рейнольдса (Re), учитывающий 

отношение сил инерции к силам трения [2, 3, 6] 

 

эквэкв DD vv
Re ,                   (3)                                                                    

 

где ρ – плотность среды, кг/м
3
; v – скорость потока, 

м/с; Dэкв – эквивалентный диаметр, м; η – динами-

ческий коэффициент вязкости, Н∙с/м
2
; ν – кинема-

тический коэффициент вязкости, м
2
/с. 

Эквивалентный диаметр кольцевого простран-

ства определяется по формуле: 

 

dDDэкв ,                                (4)                                                                          

 

где D – наружный диаметр кольца, м; d – внутрен-

ний диаметр кольца, м. 

Потери давления на местном сопротивлении 

определяются по формуле Вейсбаха [2, 3, 6] 

 

2

v2

p ,                              (5)                                                                       

 

где Δp – потери давления на местном сопротивле-

нии, Па; ξ – коэффициент местного сопротивления; 

v – скорость потока, м/с; ρ – плотность среды, кг/м
3
. 

Конический элемент в цилиндрическом канале 

представляет собой кольцевой конфузор. Коэффи-

циент гидравлического сопротивления кольцевого 

конфузора может быть определен по эквивалент-

ному коническому конфузору с той же степенью 

сужения, длиной и площадью выходного сечения 

[4, 5]. Угол сужения эквивалентного конического 

конфузора определим по формуле в соответствии с 

рис. 1 

 

DL

nDD
arctg

2

11
2

0
,            (6)                 

 

где n0 – степень сужения: 

 

n0 = S’ / S”.                              (7)
                                                              

 

Коэффициент гидравлического сопротивления 

определим по формуле [5] 

 

ζ = ζм + ζтр,                                (8) 

 

где ξм – коэффициент местных потерь [5]; ξтр – ко-

эффициент потерь на трение по длине конфузора 

[5].  

 
4 3 2

м 0 0 0( 0,0125 n 0,0224 n 0,00723 n
 

 
3 2

0 p p p0,00444 n 0,00745 ) 2 10
 , 

(9)
 

  

 

где αр – угол сужения в радианах [5]; 

 

αр = 0,01745α                                (10) 

 

2sin8

1 0n
тр ,                            (11) 

  

где λ – коэффициент гидравлического трения. 

Заметим, что уравнение (2) позволяет рассчи-

тать скорость течения потока среды в области 

большего основания усеченного конуса при извест-

ной скорости в области меньшего основания. Для 

расчета изменения скорости потока среды по всей 

длине конического элемента разобьем его на бес-

конечно большое количество n элементарных сече-

ний (рис. 2) длиной l = l1 = l2 = … = ln, т.е. 

 

lnlL
n

i
i

1

                             (12)  

 

 

 
Рис. 2. Конический элемент в цилиндрическом канале 

(расчетная модель): v0, v1, v2 … vn – скорости на границах  

элементарных сечений, м/с; S0, S1, S2 … Sn – граничные 

площади элементарных сечений, м2 

 

С учетом вышесказанного приведем расчетные 

формулы.  

В соответствии с (2) скорость потока определя-

ется по формуле: 
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1
1

i

i
ii

S

S
vv , ni ,0                     (13) 

 
22

iS R R i R
 

2 22R R 2i R R i R
 
, ni ,0   (14)

  

 

где ΔR – приращение радиуса меньшего основания 

усеченного конуса 

 

R l tg ,
                       

(15) 

 

L

RR
tg  

 

В соответствии с (3) критерий Рейнольдса опре-

деляется по формуле 

 

RiRRi
i

v2
Re

            

(16) 

 

В соответствии с (4) потери давления опреде-

ляются по формуле 

 

2

v2
ip                            (17)  

 

Зависимости (13)–(17) могут быть реализованы 

программными средствами математических пакетов. 
 

Результаты и их обсуждение 

Математическая модель гидродинамических 

условий на гидравлическом сопротивлении в виде 

конического элемента, расположенного в цилин-

дрическом канале, реализована средствами 

MathCAD. 

Методика расчета гидродинамических условий 

предполагает следующие этапы: 

1. Построение семейства кривых изменения 

скоростей по длине конического элемента в зави-

симости от сочетания значений диаметров больше-

го и меньшего его оснований и выбор кривых, де-

монстрирующих более интенсивную динамику 

скорости. На данном этапе длину конического эле-

мента принимают постоянной.  

Проведем расчет на примере конического эле-

мента, расположенного в канале трубчатого кера-

мического мембранного фильтра. Современная 

отечественная промышленность (в частности,  

ООО НПО «Керамикфильтр») выпускает трубча-

тые керамические мембранные фильтры с диамет-

ром внутреннего канала 6 мм и длиной 800 мм. 

Произвольно положим длину конического элемента 

10% от общей длины, т.е. L = 8 мм = 0,008 м. При-

мем комбинации значений большего D'' и меньше-

го D' диаметров конического элемента в соответ-

ствии с табл. 1. В качестве среды рассмотрим крах-

мальное молоко как слабоконцентрированный вод-

ный раствор, поэтому примем ρ = 1000 кг/м
3
 и η = 

0,001 Н∙с/м
2
 при средней температуре 20ºС. Расчет 

производится при условии, что скорость потока 

пермеата сквозь мембранный фильтр значительно 

меньше скорости потока среды в его внутреннем 

канале, поэтому скоростью потока пермеата прене-

брегают, и уравнение (2) справедливо. Также при 

расчетах примем n = 1000. 

 
Таблица 1 

 

Комбинации значений большего D'' и меньшего D'  

диаметров конического элемента 

 
Номер комбинации 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

D', м 0,001 0,001 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,004 

D'', м 0,002 0,003 0,004 0,005 0,003 0,004 0,005 0,004 0,005 0,005 

 

Наиболее интенсивную динамику скорости де-

монстрируют кривые, соответствующие комбина-

циям 4, 7 и 9 табл. 1 (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Кривые динамики скорости  

при начальной скорости 1 м/с: 

1 – D' = 0,001 м, D'' = 0,005 м; 2 – D' = 0,002 м, D'' = 0,005 

м; 3 – D' = 0,003 м, D'' = 0,005 м 

2. Построение семейства кривых потерь давле-

ний по длине конического элемента для выбранных 

кривых изменения скорости, т.е. кривых, соответ-

ствующих комбинациям 4, 7 и 9 табл. 1 (рис. 4). 

Очевидно, что минимальными потерями давления 

характеризуется комбинация 4, поскольку площадь, 

ограниченная соответствующей кривой, меньше 

площадей, ограниченных кривыми, соответствую-

щими комбинациям 7 и 9.  

Таким образом, в качестве рациональных значе-

ний принимаем значения большего D'' = 0,005 м и 

меньшего D' = 0,001 м диаметров оснований кони-

ческого элемента. 

3. Выбор рационального значения длины кони-

ческого элемента, который осуществляется на ос-

новании критерия Q (17), учитывающего суммар-

ные потери давления Δр на некотором количестве 

конических элементов N: 
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max
1

p
NQ .                  (18)                                                                       

 

Расчет значений критерия и выбор его макси-

мального значения осуществлялся средствами 

MathCAD. В результате получено рациональное зна-

чение длины конического элемента L = 4,2 мм.  

 

 
 

Рис. 4. Кривые потерь давления  

при начальной скорости 1 м/с: 

1 – D' = 0,001 м, D'' = 0,005 м; 2 – D' = 0,002 м, D'' = 0,005 

м; 3 – D' = 0,003 м, D'' = 0,005 м 

 

Следовательно, при переработке слабоконцен-

трированного водного раствора с применением 

трубчатого керамического мембранного фильтра с 

диаметром внутреннего канала 0,006 м и длиной  

0,8 м рациональные размеры конического элемента 

составят: диаметр большего основания 0,005 м, диа-

метр меньшего основания 0,001 м, длина 0,0042 м.  

Таким образом, реализована математическая 

модель гидродинамических условий, таких как 

скорость потока среды (критерий Рейнольдса) и 

потери давления на гидравлическом сопротивлении 

в виде конического элемента, расположенного в 

цилиндрическом канале, позволяющая провести 

расчет и обоснованный выбор рациональных раз-

меров мембранного оборудования. Математическая 

модель предусматривает возможность расчета мем-

бранного оборудования с различным диаметром 

керамических мембран, выпускаемых отечествен-

ной и зарубежной промышленностью. Кроме того, 

математическая модель учитывает свойства пере-

рабатываемых сред, и, следовательно, применима 

при расчете гидродинамических условий, возника-

ющих в большинстве пищевых сред при их перера-

ботке мембранными методами. Применение мате-

матической модели на этапе проектирования мем-

бранного оборудования значительно упрощает рас-

чет его отдельных элементов и сокращает сроки 

ввода оборудования в эксплуатацию. 
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SUMMARY 

 

L.R.  Hachatryan, R.V. Kotlyarov, A.A. Krokhalev  
 

MATHEMATICAL MODEL OF HYDRODYNAMIC CONDITIONS OF THE LIQUID 
FLOW AROUND THE CONIC SURFACE IN THE CYLINDRICAL CHANNEL 

 

Membrane methods are widespread in the processing of liquid food media. Development and implementation 

of new membrane equipment involves the reasonable choice of its parameters, including the sizes of several structur-

al elements. Mathematical modeling makes it possible to select the parameters of the developed membrane equip-

ment at the design stage on the basis of the creation and study of appropriate mathematical models. Particular interest 

is in the mathematical models of hydrodynamic conditions in the internal channel of the tubular ceramic membrane 

filter when it contains elements of various geometric shapes, aiming to reduce the influence of "concentrated polari-

zation" on the productivity of the processing of liquid food media. The use of hydrodynamic elements enables to in-
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crease locally the flow rate of the product, which leads to a decrease of detained substance layer on the membrane 

surface and intensifies the membrane process. The hydrodynamic element in the form of conic surface has been se-

lected. The basic analytical dependences have been examined. They helped to determine the hydrodynamic condi-

tions, such as flow rate (Reynolds criterion) and loss of pressure, depending on the viscosity and geometric dimen-

sions of the hydraulic resistance in the form of a conic surface in the cylindrical channel. The method of calculation 

of hydrodynamic conditions of the liquid flow around the conic surface in the cylindrical channel has been consid-

ered. The mathematical model of hydrodynamic conditions with hydraulic resistance in the form of a conic surface in 

the cylindrical channel has been created with MathCAD. The calculation of hydrodynamic conditions by the example 

of the movement of low concentrated water solution in the internal channel of the tubular ceramic membrane filter 

has been done. The rational sizes of geometric dimensions of a conic surface have been chosen. 

 

Mathematical model, hydrodynamic conditions, conic surface, membrane methods. 
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